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LCAO Interpolation Model for the Splitting of the Valence Band of Germanium 
in a Magnetic Field 

I n a previous paper the app l i ca t ion of the L C A O in te rpo la t ion me thod to crystal electrons i n 
homogeneous magnet ic fields of moderate s t rength has been descr ibed. I n the present paper th is 
method is tested fo r a crysta l type which is of general interest. A s imp le mode l of the valence band 
of Ge rman ium is constructed and the highest energy levels are ca lcu la ted . The magnet ic field is 
assumed i n [001 ] d i rec t ion . The results can be compared w i t h the L u t t i n g e r - K o h n results. 

I. Einleitung 

In einem voraufgegangenen Artikel1 , im folgen-
den mit A bezeichnet, wurde die LCAO-Interpola-
tionsmethode, die auf Slater und Koster 2 zurückzu-
führen ist, auf Kristallelektronen im Magnetfeld 
übertragen. Dabei werden die Matrixelemente der 
LCAO-Methode als anpaßbare Parameter betrachtet, 
die die Symmetrie der Punktgruppe des Materials 
enthalten, und es wird die Translationssymmetrie 
des Kristalls im Magnetfeld exakt berücksichtigt. 
Man erhält ein Differenzengleichungssystem, aus 
dessen Untersuchung sich die Eigenwerte ergeben. 

Hier soll dieses Verfahren in der Anwendung für 
ein bestimmtes Kristallgitter untersucht werden. Da-
bei soll mit Hilfe eines möglichst einfachen Modells 
die Aufspaltung des Valenzbandes von Halbleitern 
mit Diamantstruktur, insbesondere von Germanium, 
berechnet werden. Germanium gehört sicherlich zu 
den Halbleitern, über die es die detailliertesten ex-
perimentellen Untersuchungen und sehr viele theo-
retische Untersuchungen und Berechnungen gibt. 
Insbesondere wurde für die Berechnung der Auf-
spaltung des Valenzbandes von Germanium im 
homogenen Magnetfeld eine Lösungsmethode von 
Luttinger und K o h n 3 und Luttinger4 vorgeschla-
gen. Mit den Ergebnissen dieser Methode können 
also die Ergebnisse, die man mit der hier vorge-
schlagenen Methode erhält, verglichen werden. 
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II. Konstruktion eines LCAO-Valenzband-
modells 

Das Diamantgitter besteht aus zwei kubisch flä-
chenzentrierten Gittern, die gegeneinander verscho-
ben sind. In der kubischen Elementarzelle (Abb. 1) 

liegen 8 Atome. Bezeichnet man die Kantenlänge 
dieses Würfels mit a, so ist das zweite flächenzen-
trierte Gitter um ( — a/4) (1, 1, 1) gegen das Gitter 
verschoben, dessen kubische Elementarzelle hier 
dargestellt ist. In Abb. 1 ist außerdem eine mögliche 
Wahl der kleinsten Elementarzelle des Diamantgit-
ters angegeben. Die elementaren Gittervektoren ha-
ben die Koordinaten (o /2) (1, 0, 1 ) , (a /2) ( 1 , 1 , 0 ) 
und (a/2) (0, 1, 1 ) . In dieser kleinsten Elementar-
zelle liegen 2 Atome. Die nicht-symmorphe Raum-
gruppe des Diamantgitters wird mit Oh" bezeichnet 
(siehe z .B . Cornwel l 5 ) . Die Energieniveaus von 
Germanium sind auf Grund der Spin-Bahn-Kopp-
lung aufgespalten. So hat man statt einer sechsfach 
entarteten Valenzbandkante zur Darstellung /\>5' 
ein vierfach entartetes Niveau zu F s + und ein ab-
gesenktes zweifach entartetes zu 7 7 + . Also muß für 
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Germanium von den in den Ergänzungen von A an-
geführten Formeln (A .VII . l bis A.VII .3) ausge-
gangen werden. Bei den Symmetrieuntersuchungen 
der Matrixelemente müssen die irreduziblen Dar-
stellungen der doppelten Punktgruppe 0|,n berück-
sichtigt werden. 

Das an der Bandkante vierfach entartete Valenz-
band wird allgemein für kleine A>Werte durch eine 
Abhängigkeit der Form 

£(fc) =A'k2 ±]/B'2 k* + C'2 {k2 k2+ k2 k2 + k2 k2) 
( I I . l ) 

beschrieben (z. B. Cal laway 6 ) . Es soll nun versucht 
werden, Energiebänder der Form ( I I . l ) mit einem 
möglichst einfachen LCAO-Interpolationsmodell zu 
erhalten. Es ist sinnvoll, von Funktionen auszu-
gehen, deren Winkel- und Spinabhängigkeit so ist, 
daß sie Basisfunktionen zu P 8 + sind. Nach Elliott7 

lauten die entsprechenden Wellenfunktionen zu 
k = ö 

(r) = 2 [<Z>3/2(r-R„) (II.2) 

- ^ ( r - H . + t)] . 
Die (£3/2 sind Spinoren zum Gesamtdrehimpuls 
7 = 3 /2 und zum Spin 1/2. Basisfunktionen und 
Darstellungsmatrizen der Extra-Darstellungen der 
doppelten Punktgruppe OhD werden von Onodera 
und Okazaki8 gegeben. Danach sind Funktionen 
vom Typ 

* a / 8 (r ) - « P O T (r + t) (II.3) 
Basisfunktionen zur Darstellung F 8 + , wenn die ^3/2 
zum Bahndrehimpuls Z = 1 gehören. Man kann sie 
bezüglich der z-Komponente des Gesamtdrehimpul-
ses diagonalisieren. Mit den Bezeichnungen von 
Onodera und Okazaki sind in [ j I ft) j = Gesamt-
drehimpuls, l = Bahndrehimpuls, ft = z-Komponente 
des Gesamtdrehimpulses. Die Kugelflächenfunktio-
nen sind durch \l m) und die Spinoren durch 

«=(£), ß=(°i) 

gegeben. Dann sind die Winkel- und Spinanteile 
der (P;i'2 gegeben durch 

( 3 / 2 1 3 / 2 ) = 111) a , 

13/2 1 1 / 2 ) = v T 1 1 0 ) a + y T 111)/? , ( I I 4 ) 

' 3 / 2 1 - 1 / 2 ) = V§\lO)ß+Vh | 1 - 1 ) a , 

| 3 /2 1 — 3 / 2 ) = ] 1 — 1 ) / ? . 

Diese ps/o-Funktionen allein sind Basisfunktionen 
zur Darstellung r 8 ~ , in der Linearkombination 

(II.3) gehören sie jedoch zu I \ + — sind sie doch 
bezüglich des Inversionszentrums inversionssymme-
trisch. Und der Charakter der Darstellung der In-
version ist für F 8 + + 4, für r s ~ — 4. Würde man 
nur einen Funktionensatz pro Elementarzelle anset-
zen, müßte man nach Onodera und Okazaki von 
Funktionen mit l mindestens gleich zwei ausgehen; 
bei / = 3 /2 also von e^/o-Funktionen. Hier sollen 
jedoch p3 o-Funktionen an den Orten der Atome an-
gesetzt werden. Damit sind bei k = O die -T8+ ent-
sprechende Symmetrie ergibt, sollen die Wellen-
funktionen für kleine k durch die Blochsummen 

x r k A r ) = ~WWle'k'R"[(Pv{r R n ] ( I L 5 ) 

-$Ar-Rn + t)] 
ausgedrückt werden. Dabei haben die eine Win-
kelabhängigkeit gemäß ( I I .4 ) . Die Vorgabe einer 
festen Kombination von <£ r(r) und <&v(r + t), un-
abhängig von k, ist eigentlich nach den Prinzipien 
der LCAO-Methode nicht erlaubt. Es muß für jede 
Funktion an jedem Atom der Elementarzelle eine 
Blochsumme angesetzt werden. Sie ist nur dann zu-
lässig, wenn man voraussetzt, daß alle Matrixele-
mente zwischen ,.(!*) und ( r + t ) verschwin-
den. Um das hier untersuchte Modell zu verein-
fachen, soll diese Voraussetzung hier zunächst ein-
mal gemacht werden: 

/ d r [ $ „ * ( ! • ) , H 4>v(r + t)] = 0 . (II .6) 

Die Auswirkung dieser Voraussetzung soll im fol-
genden noch untersucht werden — würde sie die 
Zahl der anzupassenden Parameter zu stark ein-
schränken, müßte man sie fallenlassen. Mit den 
Funktionen (II.5) lautet die Wellenfunktion 

? / M r ) = 2 a . ( f c ) ^ . , ( r ) . ( I I . ? ) 
V 

Einsetzen in die Schrödinger-Gleichung liefert mit 
der Einschränkung (A.11.14) analog zum Vorgehen 
in (A.II) 

2 av{~E ^ , + 1/2 2 eikRm 
V Rm 

• [f dt (<Plt*(r) H <Pv(r-Rm)) 

+ / dr ( 0 / (r + t)H <Pv(r-Rm + 1 ) ) (II .8) 

-/dr (0/(r)// <Pv(r-Rm + t)) 

-fdT($t*(r + t)H&Ar-Rm))]}=0. 
Berücksichtigt man, daß der Operator P({I, t}), 
der eine Inversion des Koordinatensystems mit einer 
anschließenden Verschiebung des Ursprungs um den 
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Vektor t bewirkt, mit dem Hamilton-Operator kom-
mittiert, <Pr(—T) = —<Pr(r) und der Hamilton-
Operator hermitesch ist, so folgt mit der Bezeich-
nungsweise 

£,.„(«) = /dx[0,*(r)H#Ar-a)] , (II.9) 

Iav{E/n,(0)-EÖ/IV+ 2 ' cos k • Rm [E^. (Rm) 

+ E*t(R,n)] 

-hI[eikR"Ellv(Rm-t) (II.io) 

+ e - * Ä » - £ * ( R w - t ) ] } = 0 . 
Würden keinerlei Symmetrierelationen berücksich-
tigt, müßte man in (ILIO) bei einer Beschränkung 
auf nächste und übernächste Nachbarn 176 Matrix-
elemente berechnen. Die Zahl der unabhängigen 
Matrixelemente wird durch die Symmetrie stark re-
duziert. Bezeichnet man mit D/-i(R) die Elemente 
der Darstellungsmatrix des Operators R der Punkt-
gruppe des Kristalls, so folgt bekanntermaßen aus 
dem Zusammenhang zwischen Basisfunktionen und 
Darstellung 

Enm(tn) =2 Dfn(R)Dim(R)Eji(Rtn) . (11.11) 
Uj 

Insbesondere ergibt sich mit der Orthogonalitäts-
relation für irreduzible Darstellunorsmatrizen 

Enm(O)~dHmE0. ( I I . 12 ) 

Dann müssen bei Berücksichtigung nächster und 
übernächster Nachbarn noch folgende Matrizen un-
tersucht werden: 

Nächste Nachbarn 

& = £ „ , [ * « ( - 1 , - 1 , - 1 ) ] ; 

eflv = Eflv[l a( 1, 1, -1)] 

sl„ = E u y [ l a ( 1, - 1 , 1 ) ] 

4 = £ / 0 . [ l a ( - 1 , 1 , 1 ) ] 

Übernächste Nachbarn 
E),v = EIIV [ i a(2, 2, 0) ] ; 
E^v = EßV [ I a(2, 0, 2) ] ; 
E% = E/Ir [ I a(0, 2, 2) ] ; 

1 + | R,, 

— 2 1̂3 + ̂ 13 

1̂3 + ̂ 13 

E*v = E/lv [ i a( — 2, 2, 0) ] 
Eftv = EßV [ i a( — 2, 0, 2) ] 
E% = Eßr[ia(0, - 2 , 2 ) ] 
Elv = Efn,[U(2, - 2 , 0 ) ] 
Efiv = EßV [ia(2, 0, - 2 ) ] 
E% = E/lv [ i a (0 , 2, - 2 ) ] 

= £ , „ [ * « ( - 2 , - 2 , 0 ) ] ; 
Ej,l =Emv [ i a( — 2, 0, - 2 ) ] ; 

- 2 , - 2 ) ] . 

Von den 12 Matrizen für übernächste Nachbarn wer-
den in (ILIO) nur die ersten sechs benötigt. Jetzt 
muß die Zahl der unabhängigen Matrixelemente mit 
Hilfe der Symmetrierelätion (11.11) weiter einge-
schränkt werden. Dazu werden die Darstellungs-
matrizen von r 8 ~ nach Onodera und Okazaki 8 be-
nutzt. Mit den dort verwendeten Bezeichnungen für 
die Elemente der Punktgruppe ergeben sich mit 
(11.11) folgende Beziehungen zwischen den Matrix-
elementen: Für nächste Nachbarn folgt mit der Un-
tersuchung mit Clx , C\y , IC4Z und C3( 1,1,1) 

cjiv = zi-n,5-v = ( — l ) ' " + v st-

und 
f 1 -E1 Ö C uv — ' c " uv . 

(11.13) 

(11.14) 

Daraus folgt, daß mit der Beziehung (II.6) ein 
Parameter festgelegt wurde: e1 = 0. 

Für übernächste Nachbarn folgt bei Anwendung 
von C'jy, C'iz, C'lr, IC4z und C 3 _ 1 ( l , l , l ) 

F4 — ( — 1 "i + r F I r î /iv — V i- ) ^ 5-f, 5-r 5 
£ * „ = ( - 1 ) " 

£ ? , = ( - 1) ' 

und es ergeben sich E 1 : 

E2 ^ uv i 
u+v f 3 ^ ftv 1 

(11.15) 

0 ^13 + * ^13 0 
0 R,, 0 

^13 — 1 ^13 0 R.,, 0 
0 i /, 3 0 fill 

(11.16) 

E-: 

lRn + lR2, 
i ]/3 R, 

i V3 13 1̂3 — 4 ( 11 R22) 

Ru + iR,, 

1̂3 1̂3 

- *13 

- f ( Ä n - Ä » ) 

2 
«1. + 1 Ä M 

(11.17) 
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Aus E2 ergibt sich E3 mit 

E*v = (-i)"i>ElM, 5-v. (11.18) 

Da Eflv( — Rn) = E*M (Rn) ist, sind damit alle Ma-
trixelemente durch 4 Parameter festgelegt. 

Schreibt man (11.10) in der Form 

2 av (fc) { ( E ° - E) \ir + 2 Afir(k) > = 0 , (11.19) 
V 

so ergibt sich mit den Endergebnissen (11.13) bis 
(11.18) 

A/iy (fc) = E)lvcos a (kx + ky) ] 

+ E% cos [%a(kx + kz)] 

+ EjtV cos [•§ a(ky + kz)] (11.20) 

+ ( _ 1 )K+r[El / J i 5_ v cos ( h a i k j c - k y ) ) 

+ E% cos (g a {kx - kz)) 

+ Eflvcos(^a(ky-kz))] . 

Aus der Säkulardeterminanten des linearen Glei-
chungssystems (11.19) erhält man die Energieeigen-
werte E(k). Sie hängen von fünf Parametern ab. 
E(k) soll jetzt für kleine fc-Werte an die Form 
( I I . l ) angepaßt werden, in der drei Parameter auf-
treten. Der Vergleich mit dem von Elliott7 aufge-
stellten Gleichungssystem, aus dem sich ( I I . l ) er-
gibt, legt nahe 

/?13 = 0 (11.21) 

zu setzen. Damit erhält man aus der Säkularglei-
chung für kleine fc-Werte (Entwicklung des Kosinus 
bis zu Termen in k2) : 

E = E0 + A k2 (11.22) 

± 1/4 B2 k4 + (D2 - 12 B2)(kx2 k2 + k2 k2+ k2 k2) , 

mit 

D = - a2/13 . 

(11.23) 

Dieser Ausdrudc ist zur Anpassung der Matrix-
elemente mit ( I I . l ) 

E = A'k2± VB'2 k* + C'2 {k2 k2 + k2 k2 + k2 k2) 

zu vergleichen. Folglich ergibt sich 

III. Übertragung auf den Fall mit Magnetfeld 
in [001]-Richtung 

Bei Berücksichtigung des Spins und der Spin-
Bahn-Kopplung geht man von dem Hamilton-Ope-
rator ( A . V I I . l ) aus: 

1 
2 m 

h 
40 9 m~ c~ 

H = (;p-eA)2 + V(r) e ( I I I . l ) 

+ . „2 [ V F ( r ) x (p-eA)]-a-~^-a-B. 
e 

2 m 

A = Ä, B=±B'/2, D = ±V3B'2 + C'2, E0 = 0 . 

(11.24) 

Für die Matrixelemente dieses Hamilton-Operators 
wird die Näherung (A.VII .2) gemacht 

f0,*(r-Rn)H(B)0r(r)dx (III .2) 

= EMV(-Rn)+*(Rn)Elv. 
Dabei ist 

e 
Ea -J-'llV 2m 

/ ' V ( r ) a - B ' A , ( r ) d T . (III.3) 

Sind die (PV Funktionen mit bekanntem Gesamt-
drehimpuls und bekannter /^.-Quantenzahl [ B = 
(0, 0, Bg)], so gilt für die Matrixelemente von dz 

(A.VII .3 ) 

(jm) Sg \j'm')= djj' dmm' yjmh. (111.4) 

Yj wäre hier für j = 3 /2 an die experimentell be-
stimmte Energiestruktur im Magnetfeld anzupassen. 
In der hier durchgeführten Modellrechnung wird 
von Yj = — 2/5 ausgegangen. Das entspricht d^o-
Funktionen in jeder Elementarzelle am Ort des In-
versionszentrums. Wählt man p3/2-Funktionen in der 
Linearkombination (II .3) an den Atomorten, so 
stößt man auf die Schwierigkeit, die Matrixelemente 

/ # & ( r ) 3 , # M ( r + t ) d T (III.5) 

zu bestimmen. Die Wahl von e^-Funktionen ist im 
übrigen mit der Symmetrie i ' 8 + und der in II durch-
geführten Ableitung verträglich. Man erhält also für 

= - 2 / 5 

( - i h OJ0) 

mit 

'3/2 0 0 0 
Ea = 0 1/2 0 0 /IV 0 0 - 1 / 2 0 

. 0 0 0 - 3 / 2 . 

h co0 = h ! e j B/m 

Jetzt muß eine möglichst kleine Elementarzelle so 
gewählt werden, daß fl3 in Magnetfeldrichtung zeigt. 
Für den hier angenommenen Fall B [001 ] wird 
für 

a 3 = | a (0 0 2) (111.7a) 
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gewählt und dazu senkrecht die beiden Vektoren 

1^ = 1 « ( 1 1 0 ) , (111.7b) 

a 2 = | a ( - 1 1 0 ) . (III.7c) 

Das Volumen dieser Elementarzelle ist doppelt so 
groß wie das der normalen Elementarzelle des Dia-
mantgitters. Sie enthält statt zwei vier Atome. Da 
jedoch die Kombination <P,.{r) - (I\.{r + t) festge-
halten wird, kommt man beim Ansatz von vier 
Funktionen pro Atom auf 8 x 8-Matrizen. Die acht 
Ansatzfunktionen sollen folgendermaßen bezeichnet 
werden: 

(Pvl{r) = $v{r) - <Pv(r + t) , 
</>,"(r) = @,.(r-s) - 0r(r-s + t) 

mit S = i a ( 0 , 1 , 1 ) . (III.8) 

Für Q ergibt sich bei dieser Elementarzelle Q = a3 /2, 
womit sich für 

a = e B Q/h a3 = e B a2 /2 h (III.9) 
ergibt. 

Die Matrizen ?f, 33 und ß in der Rekursion 
(A.IV.3) 

2t c ( j - 1) + 23 (;•, Eye ( / ) + G C (/• + 1 ) = O 
(III.10) 

ergeben sich damit als 8 x 8-Matrizen in der Form 

Dabei ist 

ill I i/T IT n,iv nfiv 
r/II I i/II TT n uv 

u\ I _ rjll TI " /tv — n /IV 

( I I I . l l ) 

Liegen mehrere Atome in der Elementarzelle, so 
erhält man die zugehörige Wellenfunktion mit der 
gleichen Projektionsoperatormethode wie in (A.VII). 
Betrachtet man das Atom am Ort S in der Elemen-
tarzelle, so bildet man analog zu (A.VII.4) 

PTü(Rj + s) <Pt.(r) 
= c 2 exp {i(k2 a2 i2 + k3 a3 i3) } (III.12) 

»V h 

exp { - i i a ( ; ' 1 + s 1 ) i 2 } 

T]M (A + 5! , U + jo + So , i3 + ; 3 + s3) ( r ) . 

Man erhält für H}J = H}*u entsprechend (A.III.22) 

HJJ = 2 exp {i k3 a3 c/3} exp { § i a x0 d.,} 

exp { — | i a (it — jx) d2} exp {—i a jl d2} 

+ d, a2 + d3 a 3 ] . (111.13) 

H),}1 ergibt sich aus Hjj, wenn man jx durch jx — , 
d2 durch d2 + s2 und d3 durch d3 + s3 ersetzt. Ent-
sprechend erhält man H)}vl, wenn man in H*J ix 

durch ix — Sj, d2 durch d2 — s2 und d3 durch d3 — s3 

ersetzt. 
Geht man von den Matrixelementen, die man in 

II erhalten hat, aus, so bekommt man für die Ma-
trizen (III.10) : 
m-n w i m _ rio 

/IV — vt /IV — ^ /IV 

21/,y = exp { — i k3 a3/2} exp {i x2 a /4 } 
exp { - i a /8 } exp { - | i a (jx - |)} £)}v 

+ exp { — i k3 a3j2}exp { — i x2 a / 4 } 
exp {i a /8 } exp { | i a{jx - \)} Ej,; 

+ exp { i k3 a3\2}exp {i x2 a /4 } (III.14) 
exp { - i a /8 } exp { - \ i a (;'x - ,|)} E% 

+ exp {i k3 a3/2}exp { — i x2 a / 4 } 
exp { i a /8 } exp { § i a - |) } E% 

1 = 0 
Es gilt 

? U / i + i ) = e j ( A ) . (ULIS) 
Und es ist 

= 93^ n= E% + 2 cos (hax2-ajx) E%, 

+ EaMV-Ed/lv (III.16) 

23 j " = exp {i k3 a 3 /2 }exp { - i x2 a /4 } 

exp { i a /8 }exp {i jx a /2 } £7,,, 

+ exp {i k3 a 3 /2 }exp [ix2a/4} 

exp { — i a /8 } exp { — i jx a /2 } E% 

+ exp { — i k3 a 3 /2 }exp { — i x2 a /4 } 

exp {t a /8 }exp {i jx a /2 } E% 

+ exp { — i k3 a3/2}exp {i x2 a / 4 } 

exp { — i a / 8 } exp { — i jx a /2 } E% , 

K ^ i K 1 1 ) * -

Da die E'/IV und E°/t bekannt sind, kann die nume-
rische Untersuchung der Rekursion erfolgen. Auf 
die Einzelheiten der numerischen Schwierigkeiten 
bei den Untersuchungen gemäß (A.IV) soll hier 
nicht näher eingegangen werden. Sie lagen haupt-
sächlich in der Bewältigung numerischer Instabili-
tät, die sich daraus ergibt, daß viele nahezu singu-
läre Matrizen miteinander multipliziert werden müs-
sen und die resultierende Determinante von einer 
fast singulären Matrix, die aus sehr großen Zahlen 
besteht, gebildet werden muß. Mit Hilfe eines Ver-
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fahrens der schrittweisen Verbesserung des Anfangs-
vektors 9 konnten schließlich numerisch stabile Er-
gebnisse erhalten werden. 

IV. Die berechnete Aufspaltung des Valenz-
bandes von Germanium 

Es wurde die Aufspaltung der Valenzbandkante 
von Germanium in einem — modellmäßig ange-
nommenen — Magnetfeld von 100 T in [001]-Rich-
tung für h3 und gleich null beredinet. Für k3 = 0 
spaltet das Gleichungssystem sowohl im Fall mit als 
audi im Fall ohne Magnetfeld in zwei voneinander 
unabhängige Gleichungssysteme auf. Das eine ( G l ) 
koppelt nur die Funktionen <£3/2 und 0 _ 1/2 und das 
andere (G2) nur die Funktionen <Z>i/2 und 0 _ 3 / 2 -
Es ergeben sich auch im Magnetfeld zwei vonein-
ander unabhängige Energieniveauleitern ( G l , G2 ) . 
Die Ausgangsparameter werden nach Kane 1 0 ge-
wählt: 

- 1 3 , 0 f c 2 / 2 m , \B'\ = 8,9 h2/2 m , 

I C | = 10,3 h2/2 m . ( I V . l ) 

Außerdem ist nach Dresselhaus, Kip und Kittel11 

auch B' < 0 und C2 > 0. Deshalb wird 

A' = - 1 3 , 0 h2/2 m, B'= - 8 , 9 H 2 / 2 m , 

C = 10,3 h2/2 m ( IV.2) 

gesetzt, und nach Wyckoff 12 wird 

a = 5,657 Ä (IV.3) 

gewählt. Die nach (11.23) und (11.24) noch freien 
Vorzeichen wurden in folgender Weise festgelegt: 

Rn=-(l/a2) (A'-2 B'), 

R,,= -(l/a2)(A' + 2B') , ( IV.4) 

/ 1 3 = - ( l / a 2 ) (3 B'2 + C'2)1/2 . 

Mit diesen Parametern wurde die Aufspaltung des 
Valenzbandes von Germanium berechnet. 

Das Ergebnis ist für die Energieskala ( G l ) in 
Abb. 2 und für (G2) in Abb. 3 festgehalten. Es 
wird mit dem Ergebnis der Berechnung nach Kohn, 
Luttinger verglichen. Dazu wurde, ausgehend von 
den gleichen Parametern ( IV.2 ) , das Gleichungs-
system nach KL für Magnetfeld in [001]-Richtung 
unter Berücksichtigung der Anisotropie gelöst. Für 
Silizium wurden die Eigenwerte dieses Problems 
von Owner-Petersen und Samuelsen13 bestimmt. 
Hier werden die Eigenwerte der beiden 2 x 2-Dif-
ferenzengleichungssysteme, die sich nach KL für die-

- 5 -

-70-

-75 -

- 2 0 -

A b b . 2. Au f spa l t ung des Valenzbandes von German ium, 
Magne t fe ld i n [001 ] -R ich tung , Ska la G l . 

sen Fall ergeben, mit der hier vorgeschlagenen Me-
thode der Untersuchung einer Rekursion bestimmt. 
Die Energieniveaus, die sich für die Parameter 
( IV.2) und für x = 3,3 (nach Roth, Lax und Zwerd-
ling 14) ergeben, sind in den Abb. 2 und 3 zum Ver-
gleich eingetragen. Da sich bei Berücksichtigung der 
Symmetrie der Parameter x noch ändern 
könnte, wurde er außerdem so angepaßt, daß die 
höchsten Niveaus der Skala G l übereinstimmten. Es 
ergaben sich als zwei mögliche Werte x = 0,25 und 
x = 5,0. Audi die mit diesen Parametern nach KL 
berechneten Energiewerte sind in den Abb. 2 und 3 
eingetragen. Die Energiewerte sind in Einheiten von 
h co0 aufgetragen. 

Es zeigt sich, daß die mit der hier vorgeschlage-
nen Methode berechneten Energiewerte qualitativ 
am besten mit den Werten übereinstimmen, die man 
nach der KL-Methode mit x = 0,25 erhält. Quantita-
tiv sind Abweichungen vorhanden. Die Struktur der 
Niveauskalen G l aus der eigenen Rechnung und 
nach KL (x = 0,25) ist als sehr ähnlich zu bezeich-
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Rechnung 

Kahn - Luitinger 

2K-- 0,25 3,3 5,0 

A b b . 3. A u f s p a l t u n g des Valenzbandes von German ium, 
Magne t fe l d i n [001 ] -R ich tung , Skala G2. 

nen, und obwohl nur das höchste Niveau der Skala 
G l angepaßt wurde, wird audi bei der Skala G2 für 
x = 0,25 für die höchsten Energieniveaus eine bes-
sere Übereinstimmung erzielt als für die anderen 
x-Werte. 

Die mäßige quantitative Übereinstimmung braucht 
nicht nur darin begründet zu sein, daß hier zwei 
Näherungen verglichen werden, die von ganz ent-
gegengesetzten Standpunkten ausgehen, sondern sie 
wird zum Teil eventuell auch dadurch beeinflußt, 
daß für diese Rechnungen ein unphysikalisch hohes 
Magnetfeld von 100 T angenommen wurde, das die 
Energiestruktur durchaus beeinflussen kann; zumal 
hier von nichtparabolischen Bändern ausgegangen 
wird. 

Über die Annahme eines realistischen Magnetfel-
des hinaus wäre es zur Verbesserung der hier durch-
geführten Rechnungen für Germanium möglich, 
keine feste Kombination für &v ( t ) und <Pr (r +1) 
mehr zu wählen. Außerdem könnte man die Funk-
tionen des abgesenkten -T7+-Niveaus und s-Funktio-
nen berücksichtigen. Diese Punkte sollten im Rah-
men dieser Arbeit nicht mehr untersucht werden. Es 
sollte hier an einem konkreten Beispiel demonstriert 
werden, wie die LCAO-Interpolationsmethode zu 
einer Berechnungsmöglichkeit der Energieniveaus 
führt. 

Vor weiteren umfassenderen Untersuchungen 
sollte versucht werden, die numerische Methode wei-
ter zu optimieren. Man sollte insbesondere ver-
suchen, eine Transformation des Differenzenglei-
chungssystems so durchzuführen, daß eine Konver-
genzverbesserung erzielt wird. Möglicherweise kann 
ein Zusammenhang mit den hermiteschen Funktio-
nen hergestellt werden. 

Herrn Prof. G. Simon und allen Kollegen und 
Freunden in den Instituten für Theoretische Physik 
an der TU Braunschweig danke ich für die Zusam-
menarbeit in den vergangenen Jahren. 
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